PROJEKT: ROWNANIE POISSONA W 2D

14.1 PROBLEM: REGULA WARIACYJNA DLA
DWUWYMIAROWEGO UKEADU ELEKTROSTATYCZNEGO
I TEORIA JEDNOZNACZNOSCI

W ramach tego projektu rozwazymy dwuwymiarowy ukiad, dla ktérego réwna-
nie Poissona (12.0.2) przyjmuje postaé
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ktére wraz z warunkami brzegowymi prowadzi do zagadnienia warunkéw brzego-
wych (analogicznego do tego dyskutowanego w rozdz. 5). Zapisany tam funkcjonat
(8.1.2) w uktadzie dwuwymiarowym ma postaé

Flg] = /Sdzr [; [(a¢g9;y))2+ (aqwa);'y))j —47Tp(x,y)gb(x,y)]. (14.1.2)

Korzystajac z okazji, ze zblizamy sie bardziej do fundamentéw elektrostatyki,
ktérej zasadnicze pytanie sprowadza sie do: Jaki jest potencjat pola elektrycznego przy
zadanym rozktadzie tadunkow?, chcieliby$my poswieci¢ odrobine czasu pewnej osobli-
wosci rozwiazan tego problemu. Rzecza znana osobom, ktére poswiecily tej dzie-
dzinie fizyki nieco czasu, ale zarazem nietrywialnym zagadnieniem jest zastanowie-
nie sie nad jednoznaczno$cia uzyskanych rezultatéw. To znaczy stawiamy pytanie,
czy uzyskane rozwigzanie dwuwymiarowego réwnania Poissona jest zadane jedno-
znacznie przez warunki brzegowe. Inaczej moglibySmy bowiem mie¢ do czynienia
z taka sytuacja, jak z nakretka w stoiku lub butelce, dla ktérej istnieje kilka mozli-
wych pozycji. W naszym przypadku oznaczatoby to, Ze funkcjonat mialby nie jedno,
a kilka miniméw globalnych.

Pytanie to zadajemy w tym miejscu, przed przystapieniem do rozwazan nume-
rycznych omawianego problemu, gdyz zagadnienie to ma glebszy charakter niz
problem rachunkowy, tkwi bowiem w analitycznym podejéciu do szukania roz-
wiazan pola. Nalezy spodziewa¢ sie, ze jednoznaczno$é rozwiazania nie wynika
z wybranej metody jego szukania, ale z praw, ktére je definiuja.

Powinno by¢ bowiem jasne zaréwno wtedy, gdy kierujemy sie przeczuciem, jak
i wtedy, gdy opieramy sie na doswiadczeniu, ze wyznaczony potencjal jest zawsze
obliczany jednoznacznie. Inaczej moglibySmy podejrzewa¢, ze $wiat, jak i kazdy
inny uktad, istniatby w jednym z wielu metastabilnych stanéw pod wzgledem roz-
ktadu pola elektrycznego i w wyniku pewnych, trudnych do okreélenia czynni-
kéw moglby przeskakiwaé miedzy nimi, co nie ma miejsca. Dowodzi tego teoria
jednoznaczno$ci pod postacia dwéch praw. Stad oczekujemy, Ze dowolne warunki
poczatkowe zawsze powinny doprowadzi¢ do tego samego rezultatu, co czytelnik
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powinien sprawdzi¢ w ramach jednego z zadan. Czytelnika szczegdlnie zaintereso-
wanego wspomnianymi dowodami odsytamy do materialéw dodatkowych, gdzie
przedstawiono obie teorie (A.6).

14.2 METODY NUMERYCZNE: METODA ELEMENTOW
SKONCZONYCH DLA UKEADU 2D

Podobnie jak w przypadku wczeéniejszych probleméw dokonamy dyskretyzacji
przestrzeni, w ktérej bedziemy pracowad, to znaczy wprowadzimy siatke punktéw,
na ktérej bedziemy wykonywaé rachunki, przy czym rozpoczniemy od przypadku
siatki prostokatnej, dla ktérej parametr siatki w obu kierunkach moze sie rézni¢
(hx, hy). W wyniku dyskretyzacji funkcjonat (14.1.2) przyjmuje postac:
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(14.2.1)
Po dyskretyzacji funkcjonat staje sie funkcja wielu zmiennych, F(¢) — F(¢;;), a wa-
runek zerowania sie wariacji 0F sprowadza sie do warunku zerowania sie pochod-
nych czastkowych: dF/d¢;; = 0. Stosujac ten warunek, otrzymujemy:
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co w szczegblnym przypadku siatki kwadratowej hy = h, = h upraszcza sie do

1
$ij =g (h247TPij +¢i1j + Pivrj + Pij—1 + ¢ij+1) . (14.2.3)

Doktadne wyprowadzenie powyzszych zaleznosci pozostawiamy w materiatach
dodatkowych na koricu ksiazki (A.7). Co ciekawe, powyzsza relacje moglibysmy
réwniez uzyskaé nieco prosciej przez dyskretyzacje réwnania Poissona (5.1.2) lub
bezposrednio ze wzoru na $rednia potencjatu (A.6.1) w dwéch wymiarach, ktére dla
p(r) = 0 ma posta¢ redniej arytmetycznej ¢;j = 1 (¢i—1 + ¢pit1j + Pij—1 + ¢ijr1)- Na-
lezy zwrdci¢ uwage, ze warunki brzegowe moga by¢ tu okreslone nie tylko na brze-
gach obszaru, ale réwniez w jego wnetrzu, poprzez zadanie ustalonych wartosci
w wybranych weztach siatki. W ten sposéb mozna symulowa¢ rézne uklady elek-
trostatyczne (kondensator, klatke Faradaya, fadunki punktowe).

Podsumowujac, algorytm rozwigzania nie rézni sie zasadniczo od tego dla przy-
padku kondensatora cylindrycznego (przypadku kwazijednowymiarowego). Kolejne
kroki to:
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1. Wyjdz z jakiej$ poczatkowej funkdji ¢;; (np. ptaszczyzny ¢(x;,y;) = a, pomie-
dzy ¢(0,y;), ¢(xi,0), p(xn;, v;), ¢(xi,yn;) ), wylaczajac wybrane punkty o usta-
lonych wczesniej warto$ciach;

2. Nowa wartos¢ ¢;; oblicz ze wzoru (14.2.2) w kazdym punkcie siatki x;, y; (poza
punktami brzegowymi);

3. Dla nowych wartosci {¢;; } oblicz warto$¢ funkcjonatu F[¢] (14.2.1);

4. Powtoérz procedure, az wartos¢ ta sie ustabilizuje, uzyskujac oczekiwana réz-
nice F[¢"°®] — F[¢°"] ponizej e.

Procedure te mozna nieco zmodyfikowa¢ przez mieszanie potencjatéw ¢;;:

/ Id

¢ij = ¢if w + ¢ (1 - w), (14.2.4)
gdzie (/)f’jew jest nowym rozwigzaniem liczonym na podstawie starej wartosci (14.2.2)
gbfjld. Przypadek dwuwymiarowy wprowadza jednak nowa swobode w ukladzie.
Mamy tu na mysli wybor kolejnosci aktualizowania wartoéci. Mozna bowiem braé
juz nowe wartosci ¢ w sasiednich weztach, ale wtedy moze okaza¢ sie, ze wybor
kolejnosci aktualizowania (losowo, rzedami, kolumnami, rzedami i kolumnami jed-
noczesnie) moze wplynaé¢ na efektywnos¢ obliczeri. W ramach zadan czytelnik po-
winien sprawdzi¢ r6zne mozliwosci.

14.3 ZADANIA

Testowanie algorytmu

1. Zapoznaj sie z dziataniem programu 2DPOISSON przez przetestowanie r6z-
nych warunkéw brzegowych i parametréw kontrolnych.

2. Zbadaj efekt mieszania potencjaléw. Znajdz zakres parametru w, dla ktérego
algorytm jest zbiezny, oraz sprawdz, kiedy algorytm zbiega najszybciej. Wska-
zéwka — zbiezno$¢ moze zaleze¢ od rozkladu fadunkéw.

3. Wykonaj w pelni zbiezne obliczenia dla warunkéw brzegowych, dla ktérych
zZnane sa rozwiazania analityczne, i poréwnaj wyniki 7z rozwiazaniem anali-
tycznym.

4. Zweryfikuyj teorie jednoznacznosci. W tym celu wyznacz potencjat dla wybra-
nego rozkladu fadunkéw z zadanymi warunkami brzegowymi dla réznych
warunkéw poczatkowych procedury iteracyjne;j.
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Zastosowanie modelu

1. Rozwaz dwie metalowe, nieskoriczone (w kierunku Z), uziemione (poten-
gjal 0) ptaszczyzny y = 0 i y = +a o zadanej szerokosci [, polaczone trzecia
plaszczyzna x = 0, na ktdrej zadany jest rozklad potencgjatu V(y) (rys. 14.1).
Znajdz potencjal pomiedzy ptaszczyznami dla:

a) V(]/) = VO/
b) V(y) = Wy,
o) V(y) = —Voy(y —a).
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Rysunek 14.1. Schemat uktadu oméwionego w zadaniu 5 — dwie plaszczyzny potaczone
wzdluz

2. Rozwaz dwie metalowe, nieskoriczone (w kierunku Z) ptaszczyzny o szeroko-
$cil wy = 01iy = +a o stalym potencjale +V, ktoére sa:

a) odizolowane;
b) potaczone dwiema plaszczyznami o stalym potencjale Vj (rys. 14.2):
po<W<V,
i) V<V,
iif) 0 < Vp < V na pierwszej V < V) na drugie;j.
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Rysunek 14.2. Schemat uktadu oméwionego w zadaniu 6

115



