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myslenie. Wezmy na to, rozwaza, ze tablica na drzwiach nr 2
jest Hansa, czyli zdanie na niej jest prawdziwe. Czyli zdanie
na drzwiach nr 1 musi by¢ nieprawdziwe, tablica pochodzi
od Franza, a samochéd naturalnie jest za drzwiami nr 1!
Jednak réwniez tym razem Bernd si¢ nie spieszy i sprawdza
sytuacje przeciwna. Co, jesli szyld na drzwiach nr 2 nama-
lowal Franz? Wtedy zdanie jest nieprawdziwe, to znaczy,
ze prawde zawiera wigcej niz jedna tabliczka. Wtedy szyld
na drzwiach nr 1 musi zawiera¢ nieprawde, on tez jest od
Franza — a samochod jest za drzwiami nr 1.

Na twarzy Weiflbrota pojawia si¢ szeroki usmiech. Sa-
mochdd nalezy do niego! Nie czeka wcale na to, co zrobi
prezenterka, zrywa si¢ ze swojego miejsca, rzuca do drzwi,
otwiera drzwi nr 1 — a tam meczy na niego koza.

- To... to nie moze by¢ prawda! — betkocze Weifsbrot. —
Moja logika byta przeciez bez zarzutu! Samochéd musiat
stac za tymi drzwiami! To oszustwo! Wykantowaliscie mnie!
Ale rezyser puscil juz zakonczenie, muzyka staje sie glo-
$niejsza, kamera zwraca si¢ ku radosnie usmiechajacej sie
Babsi Schonwald, ktéra zegna sie wlasnie do nastepnego
razu. W tle widzimy, jak zza kulis wychodzi Hans i naj-
fagodniej, jak tylko moze, wyprowadza ze sceny ciagle
jeszcze wisciektego kandydata. A Franz stoi obok i rzuca
Weifbrotowi diaboliczne spojrzenie.

0 PRAWDZIE | DOWODLIWOSCI Co, na wszystkie $wie-
tosci, Bernd Weifibrot zrobit Zle? Gdzie skrywa si¢ btad lo-
giczny? Podstep ukryty jest w wypowiedzi na drzwiach nr 2:
»Dokladnie jedna z tabliczek zawiera zdanie prawdziwe”. To
zdanie odnosi si¢ do samego siebie, méwimy, Ze jest autore-
ferencyjne, to znaczy, ze miedzy innymi zawiera wypowiedz
o wlasnej prawdziwosci. Takie zdania w logice sg proble-
matyczne, a rozprawianie sie¢ z nimi to wigcej niz dzielenie
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wlosa na czworo. Zdania autoreferencyjne w poprzednim
stuleciu co najmniej dwa razy zatrzesly podstawami mate-
matyki. Raz w 1903 roku, kiedy to autonomia Russella po-
kazala, ze zbioréw nie mozna tworzy¢ w sposéb ,naiwny”
(patrz s. 121). A kiedy tylko matematycy pofatali teorig,
uwolniwszy ja od takich sprzecznosci, pojawil sie w 1931
roku Kurt Godel i znowu za pomocy zdania odnoszacego
sie do samego siebie pokazal im, ze nadzieja udowodnienia
lub obalenia wszystkich twierdzen za pomocg stojacej na
pewnym fundamencie matematyki byta iluzoryczna.

W tym rozdziale chcialbym pokazac, jak mozna rozumiec¢
odkrycie Godla, prawdopodobnie najwigksze w matema-
tyce XX wieku. Wiem, ze mam wysokie ambicje - zapnij
wiec pasy, czytelniku, wzlatujemy na wysokosci logiki!
Zacznijmy jednak od bardzo prostej zabawy w jezykowe
poplatanie. Paradoks cyrulika po lekturze poprzednich
rozdzialéw prawdopodobnie juz cie¢ nie zadziwi. Gdy obe-
drzemy go ze wszystkich metafor o goleniu, zobaczymy, ze
chodzito o to, ze kto$ twierdzi, ze w tym momencie kfamie.
Albo gdy zredukujemy to jeszcze bardziej, zdanie stwier-
dza swoja wlasng nieprawdziwos¢:

To zdanie jest falszywe.

Zapisujac to symbolami logicznymi, otrzymujemy:
A-A

Jezeli to zdanie jest prawdziwe, to jest falszywe, a jezeli jest
falszywe, to jest prawdziwe. Mozna paradoksalno$¢ sytu-
acji troche odwlec, tworzac petle z dwdch, odnoszacych

sie do siebie zdan. Na przyklad za pomoca wizytéwki, na
ktdrej na jednej stronie umieszczono nastepujace zdanie:
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Zdanie
po drugiej stronie
moéwi prawde.

A obracajac wizytéwke czytamy:

Zdanie
po drugiej stronie
moéwi nieprawde.

Temu odpowiadaja nastepujace rownania logiczne:

A<>B
B<—A

Widzimy, Ze réwniez tutaj A jest rOwnoznaczne z nie-A,
droga okrezng, poprzez réwnowaznos$¢ ze zdaniem B. Za-
czynajac petle od B, dochodzimy do wniosku, ze réwniez
to zdanie jest rownoznaczne ze swoim zaprzeczeniem.

Wszystkie te zdania majg jedno wspolne: wypowiadaja si¢
tylko na temat wtasnej wartosci logicznej, a nie na temat
jakiej$ obiektywnej rzeczywistosci. Wartos¢ logiczna jed-
nak okredlana jest wlasnie poprzez samg wypowiedz. I tu
kot sobie nadeptuje na ogon. Logik Raymund Smullyan,
ktory jest autorem wielu przykladow w naszej ksiazeczce,
okresla zdania odnoszace si¢ do obiektywnych faktow jako
»dobrze ugruntowane” (well grounded). I tak zdanie ,,Hans
namalowal dokladnie jedng z tabliczek” jest oparte na fak-
tach, poniewaz odnosi si¢ do zdarzenia z przeszlosci, kto-
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re albo mialo miejsce, albo nie. Zdanie ,Dokladnie jedna
z obu tabliczek zawiera zdanie prawdziwe” natomiast nie
jest oparte na faktach - nawet wtedy, gdy wypowiedz na
drugiej tabliczce opiera si¢ na faktach.

Nie kazde nieoparte na faktach zdanie musi prowadzi¢ do
sprzecznej petli logicznej. W ostatnim zadaniu teleturnieju
mamy do czynienia z wolng od sprzecznosci interpretacija
logiczng tabliczek — a mianowicie interpretacja pana We-
ilbrota: samochdd stoi za drzwiami nr 1, autorem tabliczki
na drzwiach nr 1 jest Franz, czyli zawiera ona nieprawdzi-
wa wypowiedz. Wtedy autorem tabliczki na drzwiach nr 2
moze by¢ Hans albo Franz, czyli prawda albo falsz.

Ale co, jesli Hans namalowal tabliczke na drzwiach nr 1,
czyli samochdd stoi za drzwiami nr 2?2 Wtedy zdanie na
drzwiach nr 2 jest prawdziwe, gdy jest falszywe, a falszywe,
gdy prawdziwe. Pytanie brzmi: kto méglby namalowac taki
szyld? Obaj, twierdze - zakladajac, przyznaje, wielkodusz-
ng wykladnie warunkéw naszej historyjki — a mianowicie,
ze wypowiedzi Hansa wtedy sa prawdziwe, gdy ich prawda
jest rozstrzygalna — w przeciwnym wypadku moéwi wszyst-
ko, co tylko mozliwe, czyli ,Dzien dobry!”, ,Jest jeszcze
kawa?”, wolno mu tez wypowiada¢ zdania paradoksalne.
To samo obowigzuje z odwrotnym znakiem dla Franza.
A wtedy kazdy z nich, dla kawalu, mégl namalowa¢ druga
tablice.

Zdania autoreferencyjne mozna nawet wykorzystywac
w celu udowodnienia kazdego mozliwego twierdzenia, na
przyklad, ze Angela Merkel' jest cesarzowg chinska.

Jesli to zdanie jest prawdziwe, to Angela Merkel jest cesa-
rzowa chinska.

' Angela Merkel - obecna kanclerz Niemiec (przyp. ttum.).
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Uwaga - nie chodzi o calg wypowiedz, a jedynie o druga
czes$¢ zdania!

Dowiedziemy tego $cisle wedlug zasad, ktorych nauczyli-
$my sie w rozdziale 2. A niech oznacza cale zdanie, B zas$
»Angela Merkel jest cesarzowg chinskg”

1. A—(A—B)

To sformutowanie auoreferencyjne: ,,To zdanie” jest czescig
samego siebie.

2.A—>A

Obowiazuje to dla dowolnego zdania.
3.A—>(A—B)

Tutaj podstawilismy w (2) réwnowaznos¢ z (1).
4. A—B

To zdanie powstaje z (3) poprzez tak zwang zasade kontr-
akeji, obowiazujacej dla dowolnych zdan A i B.

5 A

Teraz, zgodnie ze zdaniem (1), podstawiliémy znowu
A zamiast A—B. I tak za pomocag kuglarskich sztuczek
wykazaliSmy, ze cale zdanie jest prawdziwe! Reszta to juz
dziecinna zabawa: stosujemy modus ponens (patrz s. 38) do
zdan 4 i 5, otrzymujac w ten sposob:

6.B
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Oznacza to: zdanie B jest prawdziwe i Angela Merkel jest
cesarzowy chinska!

Powyzszy przyklad pokazuje, ze kiedy tylko sprzecznosci
otworzy si¢ szpare w drzwiach, powstaje chaos — mozna do-
wies¢ kazdego twierdzenia, jakkolwiek absurdalne by ono
bylo, jego zaprzeczenia oczywiscie réwniez. Trzeba wiec
zbudowac zapore. Nalezaloby moze w ogdle zabronic¢ auore-
ferencyjnych zdan? Byloby szkoda - istnieja i takie, ktdre jak
najbardziej majg sens, na przyklad tytul niniejszego rozdzia-
tu. Jest on tez dobrze ugruntowany, poniewaz sam sie opisu-
je, a nie tylko opowiada o swojej prawdziwosci.

Jednak réwniez dobrze ugruntowane twierdzenia moga
nas doprowadzi¢ do sprzeczno$ci, przynajmniej w jezyku
potocznym. Co powiesz o takim zdaniu:

To zdanie sklada sie z siedmiu stow.

Zdanie jest dobrze ugruntowane - opisuje wylacznie
sprawdzalny fakt. I jest prawdziwe. Trudno$¢ powstaje, gdy
przyjrzymy si¢ negacji tego zdania:

To zdanie nie sklada sie z siedmiu stow.

Przelicz: zdanie ma osiem stow — czyli tez jest prawdziwe.
Dane zdanie jest prawdziwe i jego negacja rowniez, to kla-
syczne naruszenie logicznej ,,zasady niesprzeczno$ci”. Sytu-
acja nie polepszy sie, gdy zaczniemy od falszywej liczby stow:

To zdanie sklada sie z o$miu stow.
To zdanie nie sklada si¢ z o$miu stow.

Sprzeczno$¢ mozna wytlumaczy¢ za pomoca pewnej wla-
sciwosci jezyka, takiej mianowicie, Ze zdanie, gdy je zane-



