ROZDZIAL 5. TEORIA ZAUFANIA

Zatozenie 5.16
Zmienna losowa ®; odpowiada profilowi ryzyka w i-tej grupie dlai = 1,2, ..., 1. Ponad-
to
(a) przy zadanym ©; zmienne losowe X;;, j = 1,2,...,n, sq warunkowo niezalezne
oraz
E[X;;10:] = m(©;),
2
O;
Var[x;10:] = < ( l);
wij
(b) zmienne losowe Oy, ...,0; sq niezalezne i majg ten sam rozkiad, a pary

(©1,X1),...,(01, X)) sq niezalezne, gdzie X; = (X1, ..., Xin) jest n-letnig
obserwacjq standaryzowanych tqcznych szkod w i-tej grupie ryzyka.

Model Biihlmanna—Strauba odpowiada nast¢pujacemu mechanizmowi losowania
warstwowego. W pierwszym losowaniu wybieramy profil ryzyka dla i-tej grupy ryzyka,
zgodnie z rozkltadem zmiennej losowej ®;. Wylosowany parametr ryzyka okresla roz-
ktad zmiennych losowych X;; w i-tej grupie w drugim losowaniu. W ten sposéb mozna
modelowac bardziej ztozony portfel heterogeniczny, niz w punkcie 5.4.1, gdzie parametr
ryzyka byl wspdlny dla catego portfela, podczas gdy obecnie jest on wspdlny tylko dla
i-tej grupy ryzyka i rézni si¢ miedzy grupami.

Przyktad 5.2

Przypusémy, ze skumulowane szkody S;; majq ztoZony rozktad Poissona (patrz definicja
1.17) o intensywnosci A(®;)w; ;, a wielkoS¢ pojedynczych szkéd Y ma rozktad Fy, ktory
nie zalezy od ©;. Poniewaz X;; = S;;[w;;, po skorzystaniu z wzoru (1.24) otrzymujemy

E[X;;10;] = A(©;)E[Y]06;].

Postepujqc podobnie dla drugiej kumulanty zloZonego rozktadu Poissona oraz korzysta-
Jac zwzoru (1.24), otrzymujemy

/1(®i)E

tj

Var[X;;|0;] = [Y?]©].

Zatem zalozenie 5.16 jest spetnione z m(©;) = A(0,)E[Y|®;] oraz o?(©;) =
A(G;)E[Y?]6;].

Interesowac nas bedzie indywidualna sktadka netto rg, = m(0;) = E[X;;|0;]. W ce-
lu jej estymacji bedziemy wykorzystywac portfelowa sktadke netto

n = E[re,] = mo,
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5.4. NAJLEPSZY LINIOWY ESTYMATOR SKtADKI INDYWIDUALNEJ

ktdra jest wartoScig oczekiwang standaryzowanej tacznej szkody w catym portfelu. Po-
dobnie jak w poprzednich rozdziatach, bedziemy chcieli dla kazdegoi = 1,2,...,1 wy-
estymowac¢ sktadke indywidualng netto m(©;), wykorzystujac dostepne dane w postaci
wektoréw X;, gdzie X; = (X;1,..., Xi,). Obserwacje X;; sa znane na n lat wstecz dla
kazdej grupy ryzyka. Jako estymator indywidualnej skfadki netto przyjmiemy funkcje
liniowa obserwacji

n
m(@l) =a;)+ Z Clinij, (524)
j=1
gdzie a;;, i = 0,1,...,1, sa tak dobranymi wspélczynnikami rzeczywistymi, aby

;(_@T) = n_;(_®7) stanowily dekompozycje znanej sktadki portfelowej 7 na i-tg grupe ryzy-
ka. Poniewaz ©; jest zmienng losowg oraz E[7(®;)] = x, Srednio biorac ;(GT) powinno
réwniez dawaé m, czyli E[F@Y)] = n. Oznaczmy przez L klas¢ estymatorow linio-
wych, danych wzorem (5.24), ktére spetniaja ten warunek. Niech Lo € £ bedzie klasa
estymatoréw jednorodnych, dla ktérych a;o = 0. W klasach £ i L dobierzemy wsp6t-
czynniki estymatora %T@T) w ten sposob, aby zminimalizowac Sredniokwadratowg strate

I -
E[ > (7(©) - n(@i))]z. Wykorzystamy w tym celu nastepujacy lemat.
i=1

Lemat 5.17 -
Jesli spetnione jest zatozenie 5.16 oraz estymator n(0;) € L, to
2 2
8| ). (n(@) -7(®))| = > E|x(@) - 7)) .

1
i=1 i=1

Dowdd. Poniewaz estymator n/(@l\) wykorzystuje dane X; = (X;1, ..., Xin), z zalozZenia
5.16
E [n(@i)n((ak)] =72 dla i#k.

Podobnie niezaleznos$¢ @y, . . ., ®; implikuje dla i # k réwnos¢
E [7(0,)n(0r)] = 7.
Z zatozenia 5.16 wynika réwniez, ze dla i # k mamy
E [n(@i);r@] =’
Uwzgledniajgc powyzsze
Cou (7(€)) - 7(07), 7(6x) = (1)) = E| (x(8) - 7(8))) (v(®4) - 7(01) )|
= B [1(©)7(0)] - E|7(0)7(00)| - E | r(00)7(®)| + E [r(@)7(04)
=0, dla i#k.
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