Aproksymacja w przestrzeniach operatoréow

Sposrod wielu rodzajow klas przestrzeni unormowanych, szczegdlng role odgry-
waja przestrzenie operatoréow liniowych dziatajacych pomiedzy nimi. W tym
rozdziale skupimy sie na zagadnieniach aproksymacyjnych wlasnie w przestrze-
niach operatorow. Jezeli (X, ||-]|x) 1 (Y, |-|ly) sa przestrzeniami unormowanymi,
to definiujemy przestrzen unormowana (L£(X,Y),| - ||) jako przestrzen opera-
toréw liniowych i ciagtych T : X — Y ze standardowa norma operatorowa,
czyli |T|| = sup,ep, [|T(2)]ly. Okazuje si¢, ze taka przestrzeri zawsze jest
przestrzenia Banacha, o ile tylko Y jest przestrzenia Banacha (zadanie 9.1).
W szczegblnodci, przestrzen dualna do dowolnej przestrzeni unormowanej jest
przestrzenia Banacha.

Przestrzenie operatoréw sa generalnie bardzo dalekie od posiadania wlasno-
Sci Scistej wypuklosdcei (pomijajac pewne przypadki szczegolne). Wiekszosé zadan
z tego rozdzialu dotyczy proksyminalnosci pewnych podzbioréw przestrzeni
operatoréw, co jak wiemy z poprzednich rozdzialéw, mozna uzyskaé, opierajac
sie raczej na wlasnosciach topologicznych. Mozna jednak udowodnié, ze pew-
ne jednowymiarowe podprzestrzenie sa Czebyszewa w przestrzeni operatoroéw
pomiedzy rzeczywistymi przestrzeniami Hilberta (zadanie 9.8). Zadanie 9.7
stuzy tu jako wskazéwka. Do obydwu tych zadan przydadza sie podstawowe
wlasnosci przestrzeni $cisle wypuktych z rozdziatu 6. Oprocz tego, do rozwia-
zywania innych zadan warto przypomnie¢ sobie zadanie 4.1 i twierdzenie 4
(Banacha—Alaouglu) z rozdzialu pierwszego. Mozna bedzie rowniez wykorzystaé
nastepujace dwa twierdzenia: o *-stabej zbieznosci i Tichonowa.

Twierdzenie 19 (O x-stabej zbieznosci). Niech (X, | - ||) bedzie przestrzeniq
Banacha. Jezeli ciag ()5 funkcjonatow z przestrzeni X* jest zbiezny w to-
pologii x-stabej do f € X*, to || f|l« < liminf,en || fnll«. Analogiczna wtasnosé
zachodzi dla x-stabo zbieznych ciggow uogdlnionych.

Twierdzenie 20 (Tichonowa). lloczyn kartezjariski dowolnej rodziny przestrzeni
topologicznych zwartych jest zwarty.
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Zadanie 9.1. Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi nad ciatem K.
Wykazaé, ze jezeli Y jest przestrzenia Banacha, to przestrzen operatoréow
L(X,Y) rowniez jest przestrzenia Banacha.

Zadanie 9.2. Niech X, Z beda przestrzeniami Banacha, a M > 0 dowolna
stala. Niech

By ={LeL(X,Z"): |L| < M}.
W zbiorze Bj; definiujemy topologie 7 w nastepujacy sposob: zbieznosé ciagu
uogolnionego wzgledem 7: L; —, L zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego = € X mamy zbieznosé¢ Li(z) — L(x) w *-slabej topologii w Z*.
Wykazaé, ze przestrzen topologiczna (B, T) jest zwarta.
Zadanie 9.3. Niech X,Z beda przestrzeniami Banacha, a V' C L(X,Z*)

zbiorem niepustym i domknietym wzgledem topologii 7 zdefiniowanej analogicz-
nie jak w poprzednim zadaniu. Wykazac, ze V jest zbiorem proksyminalnym

w L(X,Z%).

Zadanie 9.4. Niech X, Z beda przestrzeniami Banacha, Y7 C Z* podprze-
strzenig domknietg w x-stabej topologii, a X podprzestrzenia domknieta X.
Definiujemy przestrzeni Lx, (X, Y1) jako

Ly, (X, Y1) ={LeL(X,Z%) : L(X)C W, L|x, =0}
Udowodnié, ze podprzestrzen Lx, (X, Y1) jest proksyminalna w £(X, Z*).

Zadanie 9.5. Niech X, Z bedg przestrzeniami Banacha, A C X niepustym
zbiorem, a B C Z* zbiorem domknietym w x-stabej topologii. Niech

U={LeL(X,Z"): L(A) C B}
Wykazac, ze U jest zbiorem proksyminalnym w £L(X, Z*).

Zadanie 9.6. Niech X, Z beda przestrzeniami Banacha, n > 1 liczba caltkowita,
natomiast x1,xo,...,r, € X oraz z1,29,...,2, € Z dowolnymi wektorami.
Liczby rzeczywiste a1, ao, ..., a, oraz by, ba, ..., b, spelniaja nier6wnosci a; < b;
dla 1 <% < n. Niech

U={LeL(X,Z"): (Lx)z € [a;,bi] dlal <i<n}.
Dowies¢, ze U jest zbiorem proksyminalnym w £(X, Z*).

Zadanie 9.7. (*) Dana jest rzeczywista skoriczenie wymiarowa przestrzen unor-
mowana X oraz $cisle wypukta przestrzeri unormowana Y. Niech S,7: X — Y
beda operatorami liniowymi takimi, ze T jest operatorem réznowarto$ciowym
oraz spelniona jest réwnosé

15 = roT|[ = ||S]]
dla pewnej liczby 79 > 1. Wykazaé, ze ||S —T'|| < ||5]|.
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Zadanie 9.8. (*) Dane sa rzeczywiste przestrzenie Hilberta Hi, Hy takie, ze
dim H; < oo oraz dim H; < dim Hs. Niech T : Hy — Hy bedzie operatorem
liniowym, ktory nie jest stale rowny 0. Udowodnié¢, ze rozpiecie liniowe lin{7'}
jest zbiorem Czebyszewa w przestrzeni L(Hi, Ho) wtedy i tylko wtedy, gdy
operator T' jest roznowarto$ciowy.



